O Problema do Consumidor: a Solucao por

Calculo
Apéndice opcional a aula Utilidade e Problema do Consumidor (LN05)
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1 Este documento é opcional. Na aula resolvemos o problema do consumidor grafica-

mente: o cabaz 6timo é o ponto de tangéncia entre a curva de indiferenca e a reta
orcamental, o que dé o sistema |TMS| = p,/p, mais a restricdo. Aqui mostramos o
mesmo resultado obtido por céalculo, maximizando diretamente a utilidade. E para
quem quiser ver a mecanica completa, ao pormenor. O exame nao exige este método.

1 O problema

Um consumidor tem preferéncias Cobb-Douglas (na forma normalizada, com expoentes a somar

1),
U(zy,z9) = 2§ 2™, a € (0,1),



e enfrenta pregos p;,p, > 0 e um rendimento W > 0. O problema do consumidor ¢ escolher
o cabaz acessivel que d4 mais satisfacao:

max z¢axl”
T1,T52>0

[e%

sujeito a P1Ty + poxy = W.

Usamos a restrigdo com igualdade (e ndo <) porque a nio saciedade garante que o consumidor
gasta todo o rendimento: deixar dinheiro por gastar nunca é étimo.

1.1 Recordar a solucao grafica

Geometricamente, a curva de indiferenca mais alta que ainda toca a reta orgamental toca-a num
unico ponto, onde as duas sdo tangentes. Ai, o declive da curva de indiferenca (a Taxa Marginal
de Substitui¢do, TMS) iguala o declive da reta or¢camental; em valor absoluto:

|ITMS| = Py (segunda lei de Gossen).
Y2

Juntando esta condicdo a restrigdo orcamental, temos duas equagoes e duas incognitas, e resolve-
mos. O objetivo deste apéndice é mostrar que a mesma condigdo também surge se maximizar-
mos U diretamente, sem a assumir de partida.

2 O método da substituicao

A restricdo tem duas incégnitas e uma equacao, por isso permite escrever uma variavel em fungao
da outra. Isolando z,:
_W—=pz

P17yt Pty =W = 14
P2

Substituindo em U, a utilidade passa a depender de uma sé variavel:

11—«
o (W —p17
U(%):%( p21 1) .

Passamos de um problema com uma restricdo para um problema de maximo de uma funcao de
uma varidavel, que sabemos resolver: derivar e igualar a zero.

3 Tentativa direta: porque é penoso

Podiamos derivar U(x;) tal como esta. Escrevendo g(x;) = (W —p,x,)/py, com ¢’ (z,) = —p, /D,
temos U = x§ g17* e, pela regra do produto e pela regra da cadeia,

U'(zy) =azf tg+af (1—a)g g (2)).
Igualando a zero e substituindo ¢’ = —p; /p:

aaz?’lgl’a =(1—-a) &x‘l’g’a.
)

Dividindo ambos os lados por ¢ 'g~ (ambos positivos):

ag:(l—a)&xl.

D2

Chega-se a0 mesmo sitio, mas com poténcias fracionarias e a regra do produto a atrapalhar. Ha
um caminho muito mais limpo.



4 O truque do logaritmo

A utilidade é ordinal: s6 a ordenagdo dos cabazes importa, ndo os nimeros. Como In é uma
funcao estritamente crescente, o cabaz que maximiza U é exatamente o mesmo que maximiza
InU. Podemos entdo maximizar

nU =In(z§zi ) =alnz, + (1 —a)lnz,,

onde usamos In(zy) = Inx +Iny e In(z*) = alnz. O logaritmo transforma o produto numa
soma, e somas derivam-se termo a termo.

4.1 Ferramentas de calculo

Duas ferramentas que vamos usar de seguida.

Derivada de In(f(z)). Pela regra da cadeia, a derivada de In(u) em ordem a u é 1/u, multiplicada
pela derivada de u = f(z):

Ay @)

Verificagdo com f(x) = z2: diretamente, In(2?) = 2Inx tem derivada 2/x; pela férmula, f'/f =
2z /2% = 2/x. Coincide.

Propriedades do logaritmo.

In(z-y)=Inz+Iny, ln(%) =Inz —Iny, In(z*) =alnz,

e a derivada de base i Inz = l
dx T

5 Derivacao passo a passo
Substituindo z, = (W — pyx,)/py em InU e usando In(z/y) = Inx — Iny:
InU(z,) = alnz, + (1 —a)[In(W — pyz;) — Inp,].

Distribuindo o (1 — «), ficam trés termos independentes:

InU(z;) =alnz, +(1—a)ln(W —pz;)— (1 —a)lnp,.

termo 1 termo 2 termo 3

Derivando termo a termo em ordem a x:

e Termo 1: i[aln:cl] = —
Ty Ty

o Termo 2: pela férmula de In(f(x)), com f=W —p,x, e f' = —py,
d (I—a)p

(- @ = ey = - 3=,

e Termo 3: p, é um prego fixo, logo (1 — «)Inp, é uma constante e a sua derivada é
zero. Este termo desaparece, que é precisamente a vantagem de ter separado o logaritmo
do quociente.



5.1 Condicao de primeira ordem

Somando os termos e igualando a zero:

dan_g_(l_OJ)Zh:O — g:(l—a)pl.
dxy ry W—pz Ty W —pyzy

Multiplicando em cruz:
a(W—pz)=1—a)pzy, = oW =(1—a)pz; +apz; =p2y,

donde

Voltando & restrigao, b = (W —p,a%})/py = (W — aW)/p,, ou seja

1—a)W

3
Th =

2
P2

5.2 E mesmo um maximo?

A condicdo de primeira ordem localiza um ponto critico; falta confirmar que é um maximo.
Derivando InU(z,) outra vez:

d21nU:_g_ (1—a)p? <0
dz] i (W —pyzy)?

para todo o z; € (0, W /p;). Como InU é estritamente concava nesse intervalo, o ponto critico
¢ o maximo global. Nao ha solugdes de canto enquanto o € (0,1), porque InU — —oo quando
x; — 0ouxzy — W/py.

6 As procuras Marshallianas

As quantidades Otimas, vistas como fungdes dos precos e do rendimento, sdo as procuras

Marshallianas: - i W
« —«
2y (p1, P2, W) = ——,  ab(p1,pp, W) = ——.
b1 P2
Repare-se em duas propriedades tipicas da Cobb-Douglas: cada procura depende apenas do seu

proprio precgo e do rendimento, e as quotas de despesa sdo constantes,
pri=aW,  paz=(1-a)W,

isto é, o consumidor gasta sempre a fragdo o do rendimento no bem 1 e (1 — a) no bem 2, seja
qual for o nivel de precos.



7 A tangéncia surge como consequéncia

Nao assumimos a tangéncia em lado nenhum, mas ela aparece. Calculando |[TMS| no cabaz étimo
(recorde-se que, para a Cobb-Douglas, [TMS| = 2 - 22):

Ty

« '1;'2(_ o (1—04)W/p2_&

[TMS| (7, 25) =

l—a 7t 11—« aW/p,  py

Reencontramos a segunda lei de Gossen, |TMS| = p, /p,, agora como resultado da maximi-
zagdo, e nao como ponto de partida. Os dois métodos, o grafico e o calculo, sdo a mesma coisa
vista de dois angulos.

8 Cobb-Douglas geral (ndo normalizada)

E se os expoentes nao somarem 1, U = z{ xg com a,b > 0?7 Como a utilidade é ordinal, elevar U

a 1/(a + b) ndo muda a ordenagao e recupera a forma normalizada com

a
o= .
a+b
Logo, sem repetir contas,
. a w . b w
T = - —, Ty = -—
a+b p a+b py
= a b . o5 : =
As quotas de despesa sdo 9% € a1 sdo os pesos relativos dos expoentes que contam, nao os

seus valores absolutos.

9 Exemplo numérico completo

Sejam o = 0,6, W = 1000, p; = 20, p, = 10.

A condigao de primeira ordem & = U=apy fog

1 Wepi
0,6 0,4 x 20
z, 1000 — 20z,
logo z7 = 30. Pela férmula, confirma-se: z7 = 0,6 x 1000/20 = 30 e 25 = 0,4 x 1000/10 = 40.

= 0,6 (1000 — 20z,) = 8z, => 600 = 8z, + 122, = 20z,

Verificagoes.

o Orgamento: p;z] + pyxs = 20 x 30 + 10 x 40 = 600 + 400 = 1000 = W. Gasta tudo.
e Quotas de despesa: 600/1000 = 0,6 = o e 400/1000 = 0,4 = 1 — av.

N _ 06 40 _ 4 _o9_ P _ 20 i i -
o Tangéncia: |[TMS| = 0130 = LOX3=2=L=1. A segunda lei de Gossen verifica-se.

10 Em resumo

Isolar x, na restricao e substituir em U (uma varidvel).

Maximizar InU em vez de U (mesmo 6timo, produto vira soma).

Derivar termo a termo, igualar a zero, resolver: xj = aW /p;.

Voltar a restricao: =5 = (1 —a)W /p,.

A tangéncia |[TMS| = p, /p, e as quotas de despesa constantes saem como consequéncias.

Gl W=

O caminho grafico da aula chega exatamente ao mesmo cabaz, com menos dlgebra. Este apéndice
serve s6 para mostrar que os dois pontos de vista sdo consistentes, ao pormenor.
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